
Theoret. chim. Acta (Berl.) 3, 111-- t t6  (t965) 

Laboratoire de Chimie Th6orique, Facult6 des Sciences, Rennes. 

Quelques int6grales utiles en chimie th6orique 

I .  Int~grales  de p6n6tration bicentriques 
(616ments h couches internes satur6es ou pseudo-satur6es)  

Par 

C. R. GUERILLOT~ R. LISSILLOUR et A. BOTREL 

Le calcul des fonctions d'onde mol~culaires en m6thode L. C. A. O. auto-coh@rente fair 
appel, entre autres, aux intggrales de p6n6tration bicentriqnes. Ces int6grales ont 6t6 caleul6es 

l'aide d'nn potentiel de GOSPPERT-MAYEa et SXLA~, pour les 61@ments & couches internes 
saturges ou pseudo-satur6es. Les int6grales sont exprim6es & partir de fonetions auxiliaires. 

Bei der Bereehnung der SCF-LCAO-MO's tregen unter anderem Zweizentren-Dureh- 
dringungsintegrale auf. Wir berechneten diese Integrale (fiber IIilfsfunktionen) mit dem Po- 
tentialansatz yon GOEPPERT-MAYEI~ und SKLA~ fiir Atome mi~ radialsymmetrischer Elek- 
tronendichte. 

The determination of SCF-LCAO-MO's involves, beside others, two-centre penetration 
integrals. Using auxiliary functions, we calculated them, with a GO~P]'E~T-3/[AYE~ and SKLA~ 
potential, for the atoms with saturated or pseudo-saturated shells. 

I. Introduction 
Dans  le cadre  autocoh6rent ,  du  ea]cul de la pa r t i e  61ectronique des fonet ions 

d 'onde  moldculaires  ~5, exprimd, es sur  une base  de fonct ions 2 relies que : 
p 

r = l  

la mat r ice  (H) associ6e ~ Fop6ra teu r  ~ a m i l t o n i e n  mono@lectronique h, et d~@lements 

est  une ma t r i ce  infinie born6e et  on peut ,  en g6ndral, l imi ter  le d6ve loppement  I / l  
un cer ta in  ordre  p. L ' 6va lua t i on  des Hr.~ n6cessite la connaissance de diverses  

int6grales  le plus  souvent  mul t icent r iques .  
Dans  certMnes m@thodes*, il est  commode  d ' i n t rodu i r e  l ' op6ra teur  

Z~ 
r~ 

oh 2~ repr6sente  la 8 igme fonct ion associ6e au  centre  cr n(~' co r respondan t  au  
nombre  d'61ectrons d6crits  pa r  ee t te  fonct ion.  

D~s lors, s c6t6 d ' in t6gra les  plus  elassiques comme les intdgrales  cin6tiques ou 
les intdgrales  de Coulomb**, a p p a r a i t r o n t  les int6grales  de p6n6t ra t ion  b i e t  
t r ieentr iques .  Ces intdgrales  au ron t  pour  ddf ini t ion:  

* On trouvera un expos6 d6taill6 de ces m6thodes darts les ouvrages cit6s aux r6f@rences 
[2, 7 et 9]. 

** Voir en partieulier 1'article de C. C. J. ]IOOTHAAN, r@f6rence [8]. 
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Va(~fl) = - f V(rc,) )~* (I)).~ (1) dv 1 

V~(~f) = - f V(,<~) ~ *  (l) ,~ (1) dv 1 I/3 

V~(~y) = - f V(r~> L ~* (1) ~r (1) dv~.  

Laissant provisoirement de c6t6 ]es intdgrales tricentriques, nous nous sommes 
attach6s au calcul des int6gra]es bicentriques dans le cas off les fonctions de base 
employ6es sont des fonctions de SLAT~. Certains auteurs ont calcul6 ces int6- 
grales en utilisant soit des fonctions hydrog6noides soit des fonctions de SLATE~ 
[1, 4, 6, 10]. 

II. Expression analytique du potentiel 
Si Fon note r~ la distance de Fdlectron envisag6 au centre a, le potentiel cr66 

par l 'a tome nentre ~ peut ~tre ealcul6 ~ part ir  de l'expression de GOEt'PEI~T- 
M A u  et SKLAI~ [3], soit 

Z - q  + ~ f  # d r + f  rdr  II /1 g (rc,) -- r~ a (r) (:r (r) �9 
0 rc~ 

L'emploi  de cette expression off q d6signe le nombre d'61ectrons peuplant les 
couches internes, ces 61ectrons occupant des orbitales ~tomiques telles qne le 
barycentre des charges 61ectroniques coincide avec la position du noyau, implique 
que notre cMcul ne sera valable que dans ]e cas des atomes k couches internes 
satur6es ou pseudo-satur6es. 

Si l 'on note $~ une OrbitMe atomique faisant partie de la couche superficielle 
de l 'a tome er la fonction a(r) est d6finie par 

a(r) : .~ d ~ ~o~. hi r ~ dr " 1I/2 
0 p  

I1 vient donc 
co  

0 r 0 9  

On peut  done r66crire l 'expression I1/1 sous la forme 

o~ 

t f ( r - -  r~)a(r) rdr V(r~) = -  r-~ 
r~ 

soit, en introduisant les fonctions de SSATE~, 
27r 

a(r) = (2Z*)  2n+1 " [(2 n)!] -1 " r 2n-~ " exp ( - 2 Z *  r). ~ f 
9 ~ 0 0 = 0  

Si l 'on pose 
2~ zz 

K =  ~ ; f  Y~s inOdOdq9  
0 0 

l ' int6gration de l 'expression I I /4  conduit s 

11/3 

II/4 

ff  Y~ sinO dO d q~ 

II/6 
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[ ] V(ra) - Kra t -~-~=~--k!2n (2Z*r~')~ exp ( - - 2 Z * r ~ )  . I I /7  

I I I .  Expressions analytiques des int@rales 

Le calcul des int6grales bicentriques se faisant plus commod6ment  en eoor- 
donn6es elliptiques, nous poserons:  

u = (r~ § r~)/R 

w = (r~ - ~ ) / R  H1/1  

q~ =~o~ =cf~,  

R 6rant la distance des eentres 0~ et/~. 
Nous introduirons 6galement les paramgtres  de ~IULLIKEN [5] 

R 
p = ( z * + z ~ )  2 

t = ( z*  - z ~ ) / ( z *  + z~ )  . 111/2 

Avec ces notations,  les intdgra,les de p6n6trat ion ont pour  expressions gdn6- 
rales : 

v o , ( ~ f ) = g ~  ( ~ ( ~ ) ) ~  , ~ = ~ , - 7 ~ p  ( l + t ) ~ ( u + w ) ~  x 

0 1 --I 

X (U - -  W) 2 n (r fl ) - -1  y(2rfi ) e x p  [ - -  2 p ( u  + tw)] dudwd~ III/3 

et 

2 K v  [~(~) + ~ (~)] (l +t) [~(~) + �88 (~ - t )  [~(~) - -~] 
Vo,(o2f ) = z~  [(2 n(~)) ~ (2 ~(~)1 ~ ]1/2 • 

x 1 +  2 ~ P  ( t + t )  k ( u + w )  k ( u + w )  '~ ( f ) - l ( u  w) ~ (~)-1 - -  X 
tc=1 

0 I - 1  

• Y(:) Y(r exp{- -  p [(2 § t) u + (l § 2 t) w]} dudwd F I I I / 4  

A part i r  de ces 6quations, nous avons d6ternlin6 les expressions analyt iques 
de 32 intggrales eonlombiennes et de 32 int6grales hybrides de pgn~trat ion r@er- 
tori6es dans les Tab. t et 2. 

Tableau t. IntdgraIes Coulombiennes 

l Is is 
1 2s 2s 
1 2pa 2pa 
1 2p~ 2p~ 
i 3s 3s 
t 3pa 3Pa 
1 3p= 3p~ 
1 5s 5s 

1 
1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
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5p~ 5p~ 
5p~: 5p~ 
Is is 
2s 2s 
2pz 2pa 
2p. 2p= 
3s 3s 
3p,~ 3pG 

n~ 

2 
2 
2 
2 
3 
3 
3 
3 

4 
4 
4 
4 
5 
5 
5 
5 

3p= 3p= 
5s 5s 
5po 5p,~ 
5p~ 5p~ 
Is is 
2s 2s 
2p,~ 2pr 
2p~ 2pn 

t8 18 
2s 2s 
2pz 2p~ 
2p= 2p~ 
Is Is 
2s 2s 
2pa 2p~ 
2p:~ 2p~ 

8 
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%cr A ~ A~ 

J8 ~8 
~S 2s 
~s 2p~ 
~s 3s 
is 3pa 
~s 5s 
~s 5p~ 
2s ~s 

nc~ 

Tableau 2. Intdgrales hybrides 

28 28 
2s 2p~ 
2s 3s 
2s 3pz 
2s 5s 
2s 5p~ 
2pzis 
2p~ 2s 

2pz 2p~ 
2pa 3s 
2p~ 3p~ 
2p. 5s 
2pz 5p~ 
2p= 2p~ 
2p= 3p= 
2p~ 5pn 

3pz is 
3p. 2s 
3p~ 2p~ 
3pn 3p= 
5p~ Is 
5p~ 2s 
5p~ 2pz 
5p= 5pa 

Les int6grales coulombiennes de p@n6~ration son~ not6es V(~a)(aSa, s, e~ les int6grales 
hybrides V(~)(a~a&; na d6signant le nombre quan*ique principul relatif g la couche 6]ec- 
~ronique la plus externe de l'atome cr@ant~ le poten~iel. 

IV. Calcul num6r ique  

A part i r  des expressions 111/3 et 111/4, le ealeul des int6grales de p6n6tration 
se fair en deux stades:  

a) une int6gration litt6rale sur les trois variables u, w e t  9 qui fair apparaitre,  
pour  les int@grales eoulombiennes, les expressions 

C~3 

(2P) ~+1 ~=0 k! 
1 

+ 1  

Bn(2pt)= f w n e x p ( - 2 p t w ) d w = ( - l ) n A n ( - 2 ~ t ) - A n ( 2 ~ t )  IV/ I  
- -1  

et pour  les int6grales hybrides 
o o  

A,'~ [~ (2 + t)] = ~ u n exp [ -  p (2 + t) u] du 
1 

+ 1  

B n [ ~ ( l + 2 t ) ] =  w n e x p [ - p ( i  § 2t) w]dw . 
- - 1  

On obtient  finalement les diff6rentes int6grales sous forme de combinaisons de 
fonctions auxiliaires E ou F elles-m@mes construites g l 'aide des A et des B ou 
des A '  e~ des B 1. 

A t i tre d 'exemple le d@veloppement de l'int4gr~le coulombienne V(2) (2 ~ 2  v~) 

condtfit g:  

V(2) (2 ~ 2 ~ ) = Z~ p~ (~ - t)~ { n ~ 32 [4 E 7 + 3 p ( i  -k t) E s -k p2 (1 + t) 2 E27 q- 

+ ~ 3 E2s] 6 p ( i  + t) a - 

--  4[ (Ao--A2)  B a + (A a -  A1) B~] -- 3 p  (i § t) [(A o -  A2) B a + 

_{_ (A 4 _ A2 ) B2 ] _ / ) 2  (l ~- t) 2 [(A 0 -- A2) B 5 -~- (A 1 - Aa) B a -{- 

i 3 ~-(A 4 -- A2) B a §  (A 5 - A a )  B2] - ~ - p  (i ~- t) a [(A o -- A2) B 6 Jr- 

+ 2 ( A  1 - A a )  B ~ + 2 ( A  5 - A a )  B a + ( A  6 - A a )  B2]I 
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avec 

E7 -- (A o - A 2 )  B 1~- (A s -  A1) B o 

E s = ( A  o - A s )  B e + ( A 4 - A 2 ) B o  

E27 --- (A 0 - -  A s )  B 3 ~- (A 1 - _/t3) B 2 ~- (A 4 - -  A2)  B 1 ~- (A 5 - -  A3)  B 0 

Eu8 = (A o -- A2) B 4 q- 2 (A 1 - Aa) B a -{- 2 (A 5 -- A3) B x § (A 6 -- A~) B o 

b) u n  calcul num6r ique  effectu6 s l 'aide de l 'o rd ina teur  I.B.M. i620 du  Centre 
de Calcul Au tomat ique  de la Facul t6  des Sciences de l~cnnes, selon un  programme 

don t  l 'o rganigramme peut  se schdmatiser ainsi:  

. ddf/zit/~n des param~Ires fl e/t  [ 
sous le contrSle d'indices I e/d- I 1 

~- ~ , _ ~ _ ~  Soas -proyrammes ] 
{ Ca~ca~ des fonctions E el _ I [ Aft? ou A~B' 

�88 l 
I Ca/cu/des inti~lra/es V et W I 

Ires/ sat r e / J  I 

Y. R6sultats 
Nos r6sultats sont  en accord avec ceux de LOFTHUS [4] pour  celles des int6- 

grales que celui-ci avai t  d6j~ ealcul6es. La pr6cision porte sur la cinqui~me d6ci- 
male. Le Tab. 3, donn6 s t i t re  d 'exemple,  r6uni t  les valeurs de l ' int6grale cou]om- 
bienne V(2) (sp~ ~p~), exprhn6es en unit6s a tomiques e~/ao. 

Les Programmes de calcul, les formules analy t iques  des diff6rentes int6grales 
calcul6es et les tables 'num6riques correspondantes pour ront  8tre commmfiqu6s 
sur demande  directe aux auteurs.  

.5 
1.0 
1.5 
2.0 
2.5 
3.0 
3.5 
4.0 
4.5 
5.0 
6.0 
7.0 
8.0 
9.0 

10.0 
12.0 
14.0 
16.0 
18.0 
20.0 

Tableau 3. Intdgrale coulombienne V(2) (2 pn~ 2 p~) 

-- .5 

.61375 

.48532 

.35902 

.25737 

.18167 

.12710 

.08838 

.06113 

.04206 

.02880 

.01331 

.00604 

.00269 

.00118 

.00051 

.00009 

.0000t 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

-- .4 

.54142 

.42675 

.31120 

.21722 

.14760 

.09846 

.06476 

.04210 

.02709 

.01727 

.00685 

.00264 

.00099 

.00036 

.00013 

.00001 
O.OOOO0 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

--.3 

.46666 

.36692 

.26429 
A8015 
.11826 
.07550 
.047t6 
.02892 
.01746 
.01040 
.00356 
.00117 
.00037 
.00011 
.00003 

0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

-- .2 

.39163 

.30761 

.21953 

.14682 

.09367 

.05763 

.03443 

.02008 

.01146 

.00643 

.00193 

.00055 

.00015 

.00004 

.00001 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

(en unitds atomiques) 

- - . t  

.31865 

.25053 

.17789 
A1747 
.07344 
.04397 
.02541 
.01425 
.00779 
.004t7 
.00112 
.00028 
.00006 
.00001 

0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

0.0 

.25005 
A9728 
.14007 
.09203 
.05696 
.03360 
.01906 
.01045 
.00557 
.00290 
.00073 
.00017 
.00003 

0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

8 ~ 
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.5 
1.0 
t .5 
2.0 
2.5 
3.0 
3.5 
4.0 
4.5 
5.0 
6.0 
7.0 
8.0 
9.0 

10.0 
12.0 
~14.0 
t6.0 
18.0 
20.0 

.18793 

.14923 

.10655 

.07025 

.04354 

.02567 

.01453 

.00795 

.00422 

.00219 

.00055 

.00013 

.00002 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

.2 

.13401 

.10746 

.07765 

.05185 

.03258 

.01949 

.01121 

.00624 

.00338 

.00179 

.00047 

.00011 

.00002 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

.08949 

.07274 

.05353 

.03655 

.02357 

.01453 

.00864 

.00499 

.00282 

.00156 

.00046 

.00013 

.00003 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

.4 

.05489 

.04540 

.03426 

.02415 

.01616 

.01040 

.00650 

.00396 

.00237 

.00140 

.00047 

.00015 

.00004 

.00001 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

.5 

.03001 

.02536 

.01975 

.01450 

.01018 

.00693 

.00460 

.00300 

.00193 

.00123 

.00048 

.00018 

.00007 

.OO002 

.00001 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
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